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Courbes de niveau

Equation d’une ellipse Equation d’une hyperbole
1,2 y2 1'2 y2
2=l 2 2!

Courbe de niveau

VK € R, la courbe de niveau K est 'ensemble Cx = {(z,y) € D|f(z,y) = K} ‘

Dérivées partielles

Dérivée partielle

f(a+hvb)_f(avb)

Si lim existe et est finie,
h—0 h 9
On la note 9, f(a,b) ou 8—f (a,b):
x

la premiere dérivée partielle de f en (a,b)

i®™me dérivée partielle

Vi, si 0;f(a,b) existe pour tout (a,b) € D,

La fonction 0;f est appelée la i®™° dérivée partielle de f en (a,b)

Fonction C!

f est C! si et seulement si

toutes ses dérivées partielles existent et sont continues sur D

Taylor-Young a ’ordre 1

Si festCl, V(a,b) €D,
f(a+h7b+k) :f(avb)+half(a»b)+k82f(avb)+ H(hak)H E(hvk)
0

—
(h,k)—>(0,0)




Taylor-Young : version matricielle

SiVie [1,n],fi: RP — R"™ est C!,

fila+h) fi(a) Oifila) - Opfila) (M e1(h)
: = : + : : N
fnla+h) fn(a) O1fu(a) -+ Opfala)) \ Ny en(h)
—_—— N——
f(a+h) f(a) Jg(a) h e(h)

La matrice jacobienne

SiVie [1,n], fi : RP — R™ admet p dérivées partielles en a,
On note J¢(a) la matrice jacobienne de f en a: (Js(a));; = 9;fi(a) :
nfila) - Opfila)

alfn(a') e 6I)f"(a)

La différentielle d’une fonction

Etre différentiable

f est différentiable en a si et seulement si
Il existe une application linéaire ¢, telle que

fla+h) = f(a) + Lah +[|h]|e(h)

—
h—0

La différentielle

Si f est différentiable en a,
(*) £, est unique, on Pappelle la différentielle de f en a, et on la note
Ly =df(a) : ly(h) =df(a) - h

() Les dérivées partielles de f en a existent et

p
Vh € E,df(a)-h =" hi0if(a)
i=1

Différentiabilité, continuité et dérivabilité

f est différentiable en a = f est continue en a
i
f possede des dérivées partielles en a == f est continue en a
festClsur U = f est différentiable sur U
<=
L f est différentiable sur U
fest Chsur U —

df est continue sur U




Le gradient

Gradient

Si f est différentiable sur I,il existe un unique vecteur noté V f(a) ou gradf(a) tel que

Vh € E,df(a) - h = (h|V f(a))

Si (eq...ep) est une base de E, Vf(a)=01f(a)er + ...+ 0pf(a)ep

Regle de la chaine

Sif:U—Tetg:tw (x(t),y(t)) sont différentiables,
f o g est différentiable etVt € I,

(Fo0)(t) = S Flolt) = SFp) = #/(Z0) +y/ (% (o)

Vecteur tangent a une partie

v est tangent & C C E en a € C' si et seulement si
Il existe une application dérivable M : I — E tq M(I) C C
Jto eI tq M(to) =aet M'(tg) =v

T,C est I'ensemble des vecteurs tangents a C' en a

vl1lC << v 1T,C

Orthogonalité du gradient aux courbes de niveau

Si festClet Vf(a)#0, ot a € C et f est constante sur C,

v € E est tangent a C si et seulement si v L Vf(a)

Autrement dit : T,,C est I'hyperplan [VectV f(a)]* = Ker df(a)

Vf(a) et T,C
‘ V f(a) est donc orthogonal & C': V f(a) L TGC‘

On a donc :
Le champ électrostatique est orthogonal aux équipotentielles.

La ligne de plus forte pente est perpendiculaire a la ligne de niveau...




Connexité, convexité

Partie convexe d’un espace vectoriel Partie connexe d’un espace vectoriel

Penser a linterpolation linéaire.

D C FE est connexe par arcs si et seulement si
V(a,b) € D?,3M : [0,1] — E continue telle que
M@O)=aet M(1)=bet Vte€[0,1],M(t) € D

D C E est convexe si et seulement si

V(a,b) € D2Vt € [0,1],(1 —t)a+tb€ D

Segment Connexité et continuité

Le segment [a, b] est ’ensemble des vecteurs

L’image directe d’une partie connexe par arcs de E
(1—t)a+tboutel0,1]

par une application continue f : F — F
Donc D est convexe <= Y(a,b) € D?,[a,b] C D

est connexe par arcs dans F'

Si f: est C! sur un convexe D,

f est constante sur D <= V f(a) = 0 pour tout a € D

Idem si D est connexe par arcs

Différentielle d’une composée

On a trois espaces vectoriels normés E, F' et G et deux ouverts U C E et V C F.

On a deux applications f: U — F et g: V — G telles que f(U) C V :
UcCcE — VCF - G
x = y=fx) = gy =(90f)(x)

Différentielle de la composée

Si f est différentiable en a € U et g est différentiable en b = f(a),
alors g o f est différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a)

Jacobienne de la composée

[ Jyos(a) = Jy(b) - T (a) ]

q
vj e [1,p), 202 Z m vj € [1,p],9;(g0 f)(a Zazg (b)9; f(a
i=1 7




Dérivées secondes

Dérivées secondes

f: D - FE
(@1, xp) = (f(@1),- ., flap))
Si 0;f existe et possede une j-eme dérivée partielle 9;(0; f),
0% f
81’2'8£Cj

En prenant D un ouvert de E,

alors 0;(0; f) est une dérivée seconde de f, notée 9;0;f ou

fest C?sur D <= les p? dérivées secondes existent et sont continues sur D

Théoréme de Schwarz

Si f est C? sur un ouvert D C E, alors

V(i,j) € [1,p]?, Va € D, 8;0; f(a) = 9;0; f(a)

Taylor-Young a ’ordre 2

Si f est C? sur un ouvert D C E, alors,Va = (a1,...,a,) € D,
P 122
flath) = @)+ hidif(@)+3 3 > hih;0id;f(a) + |Ik]*e(h)
i=1 i=1 j=1 o

La matrice hessienne

Hof(a) - 010,1(a) o - 2
H@=| = - = '

0,01 f(a) --- 9,0,f(a) ol (a) - g%‘(a)

Théoréme de Schwarz et matrice hessienne

Si f est C2, alors H(a) est symétrique

En dimension 2 :

of of 1[,,0°f 2 0%f *f 2 g2
= —_ —_— — _ - 2
fla+h,b+E) f(a’b)+h8x(a’b)+k8y(a’b)+Q[h 8l_2(a,b)—|—k 8y2(a’b)+ hkaxay(“’b) +(h —|—k;)<€(_h>,l(<):)
h,k—(0,0)
ou avec la hessienne :
0 0 1 h
Fla+hb+k) = fab)+ 2L @5 + 1 ap) + (h k) Hp@) | ] + 02+ k) =(h, k)
ox dy 2 k 2o
h,k—(0,0)




Optimisation

Minimum global Minimum local
Soit @ € D Soit a € D
f possede un minimum global sur D ssi f possede un minimum local en a ssi
Vz € D, f(z) > f(a) Je>0,Vz € D, ||z —a|]| <e = f(x)> f(a)
Maximum global Maximum local
Soit a € D Soit a € D
f possede un maximum global sur D ssi f possede un maximum local en a ssi
Ve € D, f(z) < f(a) Je >0,V e D,||lzr—a|]| <e = f(z) < f(a)

Fonction continue sur un fermé

Toute fonction continue sur un fermé borné est bornée et atteint ses bornes

Point critique

Soit un point a intérieur a D et f différentiable en a
a est un point critique de f ssi Vf(a) =0

f possede un extremum local en @ = «a est un point critique de f

Conditions nécessaire et suffisante d’un extremum local

Soit un point a intérieur & un ouvert D et f de classe C?
On note (A1, A2) les valeurs propres de Hy(a)
Vf(a)=0

vie [1,p],\i [>]0

SiVf(a)=0et Vie[l,p],\ 0 alors f possede un extremum local en a

Si f possede un extremum local en a alors

Théoréme des extrema liés

Soient f et g deux fonctions C! de E vers R
Si f est constante sur C' C E et que g|¢ admet un extremum local en x
Si x n’est pas un point critique de f alors

N e R, Vyg(z) = AV f(x)




